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Verteilungsfunktion ®(z) der Standard — Normalverteilung AN (0, 1)
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p-Quantile xz;p der x2? — Verteilung mit k Freiheitsgraden

p

k 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995 0.999
1 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88 10.83
2 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60 13.82
3 6.25 7.81 9.35 11.34 12.84 16.27
4 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86 18.47
) 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75 20.51
6| 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55 22.46
7 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28 24.32
8| 13.36 15.51 17.53 20.09 21.95 26.12
9| 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59 27.88
10 | 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19 29.59
11 | 17.28 19.68 21.92 24.73 26.76 31.26
12 | 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30 32.91
13 | 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82 34.53
14 | 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32 36.12
15 | 2231 25.00 27.49 30.58 32.80 37.70
16 | 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27 39.25
17 | 24.77 27.59 30.19 33.41 35.72 40.79
18 | 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16 42.31
19 | 27.20 30.14 32.85 36.19 38.58 43.82
20 | 2841 31.41 34.17 37.57 40.00 45.31
21| 29.62 32.67 35.48 38.93 41.40 46.80
22 | 30.81 33.92 36.78 40.29 42.80 48.27
23 | 32.01 35.17 38.08 41.64 44.18 49.73
24 1 33.20 36.41 39.36 42.98 45.56 51.18
25 | 34.38 37.65 40.65 44.31 46.93 52.62
26 | 35.56 38.89 41.92 45.64 48.29 54.05
27 | 36.74 40.11 43.19 46.96 49.64 55.48
28 | 37.92 41.34 44.46 48.28 50.99 56.89
29 | 39.09 42.56 45.72 49.59 52.34 58.30
30 | 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67 99.70
40 | 51.81 95.76 99.34 63.69 66.77 73.40
50 | 63.17 67.50 71.42 76.15 79.49 86.66
60 | 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95 99.61
80 | 96.58 | 101.88 | 106.63 | 112.33 | 116.32 | 124.84
100 | 118.50 | 124.34 | 129.56 | 135.81 | 140.17 | 149.45




Aufgabe 1 (11.5 Punkte)

Gegeben sei eine Urliste mit den folgenden Paaren (z1,v1), ..., (Z10, Y10) :
j |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
;| 5 38 03 86 72 05 6 62 74 2
y; 108 2 33 35 1.7 83 99 105 8 59

a) Berechnen Sie die Stichprobenmittel z, g, die Stichproben-Standardabweichungen s,, s, und
den empirischen Korrelationskoeffizienten r,.
Hinweis:

10 10 10 10 10
D wp=47, ) y; =539, > 2 =29878, > yF =406.63, Y =y = 254.58.
j=1 J=1 J=1 j=1 J=1

b) Bestimmen Sie die zugehorige Regressionsgerade y = a* + b* - x von y auf x.
¢) Bestimmen Sie das 0.33-getrimmte Stichprobenmittel von (z1, ..., z10).

d) Bestimmen Sie den Median, das untere und obere Quartil sowie den Quartilsabstand von
(,I’l, Ce ,xlo).

e) Welche Kenngrofien dndern sich nicht, wenn xg durch 74 ersetzt wird?

Loésungsvorschlag:

a) Es ist (mit den Hinweisen und n = 10)

1 1 1
R 10;:1: 10 ’

1 n 1 10 1
g=->y=—3 y=--539=539,  05P
=2 1o;y 10 ’

1
Z:g o :\/9 298.78 — 10 - 4.72) ~ 2.942,

1 & 1
sy =y | = > (4 —7)? yz —n? | = \/— 406.63 — 10 - 5.39%) = 3.592,
n—14%4 -1 9
>

LS (@, y-9) 3 ( T3l — n:vy)
i :n_li;( T)( )): =303 _ $(254.58—10-4.7- 539) _ 0.013
o SzSy SuSy 2.942 - 3.592 o
b) Es gilt
Sy 3.592
b =1, 13- 22~ 0.01 1P
rny 0.013 - 2 ~ 0.016,

7—bT =5.39—0.016-4.7 ~ 5.315. 1P
Dann erhalt man

y = 5.315 + 0.016.

1P

1P

1P



c) Die geordnete Stichprobe ist z() = (0.3,0.5,2,3.8,5,6,6.2,7.2,7.4,8.6) und k = [na] =

110 - 0.33] = |3.3] = 3. Damit ist das 0.33-getrimmte Mittel

1

d) Der Median ist das 0.5-Quantil. Da k = [na| = |5] =5 und na € N gilt

. 1
o5 = §($(5) + 2)) = 5.5. 1P

Da 0.25-10 ¢ N und 0.75 - 10 ¢ N, berechnen sich das obere und untere Quartil zu

Toos = T(3) =2, Togs = T(g) = 1.2, 1P
und der Quartilsabstand ist
530.75 - 5?0_25 = 72 - 2 - 52 05P
0.33-getrimmtes Stichprobenmittel
Median

unteres/oberes Quartil 2P
Quartilsabstand

¢}
~
[ ] [ ] [

Summe: 11.5 P



Aufgabe 2 (9 Punkte)

Es seien X eine Zufallsvariable mit Werten in {0, 1} und Y eine Zufallsvariable, die die Werte
—1,0 und 1 annehmen kann. Die folgende Tabelle gibt die gemeinsame Verteilung P(X =1i,Y =
j) des Zufallsvektors (X,Y) fir die Werte i = 0,1 und j = —1,0,1 an.

j=-11j=0]j=1

[ e O
] =

a) Bestimmen Sie die Marginalverteilung von Y (d.h. P(Y = j) fiir j € {—1,0, 1}) sowie den
Erwartungswert E(Y).

b) Wie groB ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Y = —1|X = 1)?

c¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(X =1,V > —1).

d) Sei T := X - Y. Berechnen Sie E(T'), E(T?) sowie V(T).
)

e) Sind X und Y unabhéngig? Begriinden Sie Thre Antwort.

Loésungsvorschlag:

a) Esist P(Y = —1) =1/4 =P(Y = 1) sowie P(Y = 0) = 1/2. Hieraus folgt

1 1 1
E(Y) = (-1):7+0 5+1-7 = 0.

1.50+1P=25P

b) Es ist
PX=1,Y=-1) 1/8 1
PY=-1X=1) = = B
( | ) P(X =1) 5/8 5
1P
) Bsgit PIX =1Y > -1)=PX=1,Y=0+PX=1Y=1)=1/4+1/4=1/2.
1P
d) Das Produkt 7" = XY nimmt die Werte —1,0, 1 an, und zwar mit den Wahrscheinlich-
keiten
1
P(T=-1) = P(X=1,Y=-1)= 3
P(T=1) = ]P)(le,Yzl):;l, P(T'=0) = g



Es folgt

PX=0Y=1)=0#£P(X=0)-PY=1)=
Eine alternative Begriindung verwendet, dass im Fall der Unabhingigkeit von X und
Y die Gleichheit E(XY) = E(X) - E(Y) gelten miisste, was wegen E(XY) = 1/2 und
E(Y) = 0 nicht der Fall ist. 15P

Summe: 9 P



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Gegeben seien zwei Urnen U; und Us,. Urne U; enthalte drei rote und drei schwarze Kugeln, Urne
U, zwei rote und vier schwarze Kugeln. Es wird eine der Urnen rein zufillig ausgewéhlt. Aus
dieser Urne werden dann rein zuféllig zwei Kugeln mit einem Griff gezogen. Die Zufallsvariable
X bezeichne die Anzahl der gezogenen roten Kugeln. Sei A; das Ereignis, dass aus Urne U;
gezogen wurde (j = 1,2).

a) Welche (bekannte) Verteilung besitzt X unter der Bedingung A;?

)
b) Bestimmen Sie P(X = k|A;) fir k € {0,1,2} und j € {1,2}.
c) Bestimmen Sie P(X = k) fir k=0, 1, 2.

)

d) Bestimmen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A;|X = 0).

Loésungsvorschlag:

a) Das Ziehen zweier Kugeln mit einem Griff ist dquivalent dazu, zwei Kugeln rein zuféllig
ohne Zuriicklegen zu ziehen. Unter der Bedingung A; wird aus einer Urne mit drei roten
und drei schwarzen Kugeln gezogen. Die bedingte Verteilung von X unter der Bedingung
A; ist also die hypergeometrische Verteilung Hyp(2,3,3). 1P

P(X = k|A1) = M P(X = k|Ay) = M
() ()

k=0,1,2. Wegen (g) = 15 ergeben sich die Zahlenwerte

b) Es gelten

1-3 1 3-3 3 3-1 1
P(X=04) = —=- PX=1A)=>"=2 P(X=2[4))=>— ==

1-6 2 2-4 8 1-1 1
P(X=04y) = —— =2 P(X=1|Ady) =2 = — P(X =2|Ay) = — = —
3P

c) Nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt
P(X =k) = P(4)) -P(X =k|A1) + P(Ay) - P(X = k|As).

Wegen P(A;) = P(Ay) = 1/2 folgt mithilfe von b)

1 346 9 3 1 9438 17
PX=0) = = (222) =22 pix—1)=-.(22) = 2L
2 15 30 10 2 15 30
1 1 4 2
P(X=2) = - s+1ly 4 2
2 15 30 15
3P



d) Nach der Bayes-Formel gilt

o P(A;) - P(X = 0|A,)
PAX =0) = P(A;) - P(X = 0]A;) + P(4s) - P(X = 0]A,)

1P

Summe: 8 P



Aufgabe 4 (9.5 Punkte)
Die Zufallsvariable X habe die Dichte

21 0,
Dabei ist ¥ € © := (0,00) ein unbekannter Parameter. Der Parameter ¢ soll aufgrund ei-
ner Stichprobe x = (xy,...,2,) geschitzt werden, wobei z1,...,x, Realisierungen von un-

abhéngigen Zufallsvariablen X7, ..., X,, mit gleicher Verteilung wie X sind.
a) Wie lautet die Likelihood-Funktion fiir ¢ zur Stichprobe x?
b) Wie lautet die Loglikelihood-Funktion fiir ¢ zur Stichprobe x?

¢) Geben Sie die Ableitung der Loglikelihood-Funktion fiir ¥ zur Stichprobe z an.

)
)

d) Geben Sie den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir ¢ an.
)

e) Ist 1% ein erwartungstreuer Schéitzer fiir 7 Begriinden Sie Ihre Antwort.
Hinweis auch fiir f): Verwenden Sie die Symmetrie der Dichte fy um 0.

f) Wie lautet die Varianz W(@n) von 0,7

g) Ist die Schétzfolge (5n)n21 konsistent fiir 97 Begriinden Sie Ihre Antwort.

Loésungsvorschlag:

a)
2= (55) o (3 Chal) 20

1 n
M, (V) =log L.(¥) = —nlog2 — nlogv — Ejzl|x]| 0.5P

2 n
, n 1
— (= - 5P
M) = =5 + <19) ]Zl lz;| 0.5
d) Die Gleichung
2 n
, _n 1 n
M) =5+ (5) Sl o )
ist gleichbedeutend mit ¥ = 1 > iy |4l Wegen
1 1
M (9) = 3 <—n T3 ]21 |ij>

wechselt M/ an der Stelle %Z};l |z;| das Vorzeichen von Plus nach Minus, und so liegt
dort in der Tat ein lokales Maximum vor, was wegen der Eindeutigkeit der Losung von
(1) auch ein globales Maximum ist.



oder:

M (9) = <1 -5 Z IJIJ!)

1 « 1
MQIE, <52|xj|> :ﬁ<1_2n)<07 dan > 1.

j=1
Somit ist
1 n
= Z | Xl
7=1
der Maximum-Likelihood-Schéatzer fiir 9. 2P

Wegen der Linearitit der Erwartungswertbildung und der identischen Verteilung von
X, Xq,..., X, gilt

= S E(X) = Eo(IX))

Weiter ist wegen der Symmetrie der Dichte fy um 0 und |t| = ¢ fiir ¢ > 0 sowie der
Substitution u = t /9

o0 1 o0 o0
Eﬂ(\xy)_/ £, (1) dt _5/ te‘t/”dt_ﬁ/ e du = 0.
—00 0 0

Folglich ist der Schéitzer @L erwartungstreu fiir . 1.5 P

Wegen V(aY) = a?V(Y), der Additivitit der Varianz bei unabhingigen Zufallsvariablen
und der identischen Verteilung von X, X,..., X, gilt zunéchst

Weiter ist
Vo(IX]) = Eo(|X]*) — (Eo(|1X])* = Eg(X?) -0

Mit der Symmetrie der Dichte fy um 0 und der Substitution u = t/4 folgt
1 [e.e] oo
Es(X?) = 5/ t2e 7 dt = 192/ ure™ du = 209
0 0

und damit Vy(J,) = 92/n. 1.5P

Nach der Tschebyschew-Ungleichung gilt fiir jedes € > 0 und jedes ¢

R 9 2
Pﬂ(|?9n—19|Z€>SV0(;9n) = 19—2 — 0 fir n — oo.
€ ne

Also ist die Schitzfolge (gn)nzl konsistent fiir 9.

oder: Aus
> 192 n—oo
Vﬁ(l(/ln) =— —0
n
und Erwartungstreue von D folgt Konsistenz von @n fiir 9. 1.5 P

Summe: 9.5 P

10



Aufgabe 5 (12 Punkte)

Eine Gruppe von Studenten verabredet sich, um ein Gesellschaftsspiel zu spielen, bei dem ein
Tetraeder (,,Vier-Flachner”) verwendet wird (siche Abbildung).

a) Fabian, einer der Studenten, glaubt nicht an die Echtheit des Tetraeders (d.h. jede Sei-
te liegt mit gleicher Wahrscheinlichkeit unten) und fiithrt deshalb folgendes Experiment
durch. Er nummeriert die Seiten des Tetraeders von 1 bis 4 und wirft es 200 mal in un-
abhéngiger Folge. Dann notiert er sich die Haufigkeit, mit der die Zahlen 1 bis 4 jeweils
unten liegen. Es ergeben sich die Haufigkeiten 46, 65, 54, 35 fiir die Zahlen 1, ..., 4. Nun
mochte Fabian einen Test durchfiithren, der seinen Zweifel an der Echtheit des Tetraeders
statistisch nachweist.

i) Wie wéhlt Fabian die Hypothese bzw. Alternative? Welchen aus der Vorlesung be-
kannten Test muss Fabian anwenden?

ii) Geben Sie den kritischen Wert an, wenn Fabian einen Test zum Niveau 5% durchfithren
mochte?

iii) Wie lautet das Testverfahren?

iv) Berechnen Sie die Teststatistik aus den Daten.
Kann Fabian die Hypothese verwerfen, wenn er eine Wahrscheinlichkeit fiir den Feh-
ler 1. Art von 5% toleriert?

v) Andert sich Fabians Entscheidung, wenn er einen Test zum niedrigeren Niveau 1%
durchfiihrt?

b) Gehen Sie im Folgenden von der Echtheit des Tetraeders aus. Dieses wird n mal in un-
abhéngiger Folge geworfen.

Sei X; die Zahl, die nach dem i-ten Wurf unten liegt und

Y, = Zn: X, (2)

die Zahlen-Summe nach n Wiirfen.

i) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von Y.

ii) Das Tetraeder wird nun 1000 mal geworfen. Approximieren Sie mit Hilfe des Zen-
tralen Grenzwertsatzes die Wahrscheinlichkeit

P(2400 < Yigoo < 2600). (3)

11



Losungsvorschlag:

a) i) Wir sind hier in der Situation eines Chi-Quadrat-Anpassungstests, der aus der Vor-
lesung bekannt ist. Da Fabian die Behauptung P(X; = k) # % fiir mindestens ein
k€ {1,...,4} statistisch nachweisen mochte, ist die Hypothese bzw. Alternative

1 1
Hopjzzl, V]zl,,4 Hlpj#z furmlndelnje{l,,4}
2P
ii) Der kritische Wert ist x2 ;. ,, das (1 — a)—Quantil der y*—Verteilung mit s — 1
Freiheitsgraden.
Mit s = 4 und o = 0.05 ergibt sich als kritischer Wert x3., 95 = 7.81. 1P

iii) Der Test lautet

Hy wird verworfen, falls X300 (k1, ..., k1) > X305 = 7.81
kein Widerspruch zu Hy, falls x300(k1, - .., k1) < X305 = 7.81.

1P
iv) Die Testgrofe ist

: ]{72'—?1'7'('1'2
Bk k=3 o)

i1 n-m;
Mit n = 200, s = 4, (ki,...,ks) = (46,65,54,35) und 7; = i fir 1 <i < 4 ergibt
sich
L (ki — 200 )
500(46, 65,54, 35) = 9.64.
X300 ( ; 200 -
Nun gilt
X30.05 = 7-81 < 9.64 = x30,(46, 65,54, 35).
Damit wird H, abgelehnt. 2 P

v) Es gilt nun
X3.000 = 11.34 > 9.64 = x300(46, 65, 54, 35).

Also wird Hy nicht abgelehnt. 2P

b) Da wir nun annehmen, dass das Tetraeder regelméfig ist, gilt
- :
]P’(Xi:k)zz, firk=1,...,4und ¢ € N,

i) Es ist

S

ZJE E[X,]

5
(1424344 =gn 1P

1

.
Il

)-lkIH
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und da die X; unabhéngig sind
V(Y,) =V <Z Xi) = ZV[Xi] =n- V(X))
i=1 i=1
) ) 1 5\

=n- (EX7) ~E[XiP)=n- | ;(1+44+9+16) - (]
30 25 5)

—n(Z-2)=2n 1P

" ( 14 ) 1"
ii) Es gilt

]E(YIOOO) = 2500 und V(}/IOOO) = 1250. Also

P(2400 < Yiopo < 2600) — P ( 2400 — 2500 _ Yigno — 2500 _ 2600 — 2500>

V1250 T V1250 T V1250
~ ©(2.83) — O (—2.83)

= $(2.83) — (1 — ®(2.83)) = 20(2.83) — 1
—2.0.9977 —1=0.9954 2P

Summe: 12

Punkte insgesamt:
Informatiker: 50 P
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