Aufgabe 1 (10 Punkte)

a) Aus einer Urliste mit 123 Paaren (z1,y1), ..., (123, y123) konnte bereits berechnet werden:
123 123 123
D w;=8929, ) aF =117.969 und §=—0.120, 52 =4.750, » xy; = —111.579.
=1 j=1 j=1

Berechnen Sie aus diesen gegebenen Informationen das Stichprobenmittel 7, die Stichproben-
Varianz s2 und den empirischen Korrelationskoeffizienten 7.

T = 0.072 s2 = 0.961

= -0.424

Tzy

Berechnen Sie die zugehorige Regressionsgerade y = a* + b*x.

a* = -0.188 b* = -0.943

Zeichnen Sie die Regressionsgerade in die oben angegebene Punktwolke ein.

b) Im folgenden sind die ersten 15 Werte x1, ..., x15 der Urliste gegeben, wobei diese sortiert
wurden und der grofite Wert unbekannt ist.

J ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15

gy | -27 -23 -21 -19 -18 -1.7 -15 -13 -13 -12 -12 -12 -1.1 -1.1 7

Berechnen Sie von dieser (unvollstédndigen) Stichprobe xy, . .., 215 den Median, das untere
und das obere Quartil, sowie den Quartilsabstand.

Median = -1.3 oberes Quartil = -1.2

unteres Quartil = -1.9 Quartilsabstand = 0.7




Aufgabe 2 (10 Punkte)

Es seien X eine Zufallsvariable mit Werten in {—1, 1,2} und Y eine Zufallsvariable mit Werten
in {—2,0,1}. Die folgende Tabelle soll die gemeinsame Verteilung fyy (i,5) = P(X =4,Y = j)
des Zufallsvektors (X,Y) fiir die Werte ¢ = —1,1,2 und j = —2,0, 1 angeben.

i=—1 i=1 i=2 P(Y = j)
< 1 3 1 3
j=-2 6 16 5 E
j=0 0 0 : 1
s 3 1 1 3
j=1 16 i E E
P(X =) : 3 : 1

a) Vervollstandigen Sie die obige Tabelle, wobei zusétzlich P(X = 2|Y = 0) = 1 bekannt sei.

b) Berechnen Sie die Erwartungswerte von X und Y, die Varianzen von X und Y und die
Kovarianz von X und Y.

E[X] = 1 E[Y] = 2
V(X) = 3 V(Y) = s
C(X,)Y) = —1—11

c) Kreuzen Sie an.

Die Zufallsvariablen X und Y sind U stochastisch unabhéngig.

B nicht stochastisch unabhéngig.

d) Berechnen Sie die folgende Wahrscheinlichkeit.

P(X >0]Y >0) =

N =

Es gilt

PX>0,Y>0) P(X=1Y=14+PX=2Y=1) 1
P(X > 0]Y > 0) = _ _ 1
(X 20}y >0) P(Y > 0) P(Y = 1) 2

e) Es seien A := {X =2} und B := {Y = —2}. Berechnen Sie den folgenden Erwartungs-
wert.

E[ly-15) =

ool

Es gilt
E[la-1p] =E[lanp] =P(ANB) =P(X =2,V = -2) =



Aufgabe 3 (10 Punkte)

Eine Gruppe von drei Personen spielt folgendes Spiel: Jeder Spieler setzt 1 Euro und notiert
unabhéngig von allen anderen und gleichverteilt seinen personlichen zufélligen Tipp, auf welche
Seite (d.h. Kopf oder Zahl) eine im Anschluss zu werfende faire Miinze fallen wird. Die gesam-
melten Einsétze werden dann zu gleichen Teilen auf die Gewinner umgelegt und ausbezahlt
(und verfallen, wenn niemand richtig getippt hat).

a) Welche Verteilung besitzt die Zufallsvariable Y; := 1{Spieler 7 tippt richtig},i =1,...,37

Yi~|  Bin(1,1/2) = U({0,1})

Es bezeichne nun die Zufallsvariable X die Auszahlung an Spieler 1 nach einer Runde.

b) Bestimme Sie die Z#hldichte fx von X.

fx(0) = 3 fx(1) =

(-

c) Essei Z der Betrag, den Spieler 1, abziiglich seines Einsatzes, nach einer Runde gewinnt.
Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz von Z.

ool

fX(3> =

=
oo

E(Z) = - V(Z) = us

64

o=

d) Es werden n € N Runden in unabhéngiger Weise gespielt und es bezeichnen Z;, i =
1,...,n, den Gewinn von Spieler 1 in der ¢-ten Runde und

Sn = ilzza

den Gesamtgewinn nach n Runden. Bestimmen Sie a,b € R so, dass gilt

S,—n-a
Im Pl ————— <t ) = ®(¢t t e R.
lm P (S <) — ), te

bh— 115

64

=

Jetzt spielen Spieler 1 und Spieler 2 (im Geheimen) zusammen, indem einer von ihnen vollig
willkiirlich eine Seite tippt und sein Partner genau das Gegenteil notiert. Es bezeichne G die
zufillige Auszahlung, welche die beiden insgesamt erhalten.

e) Berechnen Sie den Erwartungswert von G.

E(G) =

=[O




Losungsvorschlag:
Eine mogliche Modellierung ist gegeben durch den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), wobei

Q:=1{0,1}*, F=P(1), Pw)=—,we.

€
Fiir (wy,...,ws) €  beschreibe w; den Tipp des Spielers ¢, ¢ = 1,...,3 und wy den Ausgang

des Miinzwurfes. Somit ergibt sich:

a) P(Y; = 0) = L=t — 1/2 und deshalb Y; ~ Bin(1,1/2).

b) Man berechnet

1{(1,0,0,1),(0,1,1,0)}|

P(X; = 3) = P(Nur Spieler 1 gewinnt) = Q =1/8.
P(X; = 3/2) = P(Spieler 1 und genau ein anderer Spieler gewinnt)
1{(1,1,0,1),(0,0,1,0),(1,0,1,1),(0,1,0,0)}|
2]
1,1,1,1
P(X; = 1) = P(Alle Spieler gewinnen) = 14(1,1,1,1),(0.0,0,0)}] =1/8

2]
und somit gilt P(X; =0)=1-1/8-1/4—-1/8=1/2.
c) Esgilt Z = X; — 1 und somit

E[Z|=E[X)]-1=3-1/8+1/4-3/2+1-1/8 =1 =—1/8,
V(Z] =V[Xi] =E [X}] - E[X;]* = 115/64.

d) Nach dem zentralen Grenzwertsatz gelten a = E[Z;] = —1/8 und b = /V(Z;) = /2.

Nachdem Spieler 1 und Spieler 2 (im Geheimen) zusammen spielen, indem einer von ihnen
vollig willkiirlich eine Seite tippt und sein Partner genau das Gegenteil notiert, verkleinert sich
der Grundraum €2 zu

Qnew = {(1,0,1,0), (1,0,1,1),(1,0,0,0), (1,0,0, 1)}.
Dann erhalten wir:
e) Die Zufallsvariable G nimmt die Werte {3/2,3} an. Die zugehorigen W’keiten berechnen
sich zu

P(G = 3/2) = P(Spieler 3 gewinnt und Spieler 1 oder Spieler 2 gewinnt)
~ H(1,1,0,1),(0,1,0,0) }|
|Qneu|

=1/2

und somit P(G = 3) = 1/2. Fiir den Erwartungswert folgt also

E[G] =1/2-3/241/2-3=9/4.



Aufgabe 4 (10 Punkte)

In einer Fertigungshalle werden die Béden und die Méntel fiir runde Blechdosen gefertigt. Der
Umfang U des Bodens soll 20 cm lang sein und hat einen zufélligen Produktionsfehler der
normalverteilt ist mit Erwartungswert 0 und Standardabweichung 2. Die Sollhohe H betrégt
10 cm bei einem zufilligen Fehler der normalverteilt ist mit Erwartungswert 0 und Varianz
2 cm. Die Solllinge L betrdagt 21 cm bei einem zufélligen Fehler der normalverteilt ist mit
Erwartungswert 0 und Varianz 5 cm. Dabei seien U, H und L unabhéngig voneinander.

Hinweis: Falls Sie die Normalverteilungstabelle benotigen, runden Sie die dafiir verwendenten
Ergebnisse auf zwei Nachkommastellen.

a) Geben Sie die Parameter der folgenden Verteilungen an.

(i) U hat die Verteilung N ( 20 : 4 > :
(i) H hat die Verteilung N ( 10 : 2 ) :
(iii) L hat die Verteilung A’ ( 21 , 5 ) .

b) Berechnen Sie den Erwartungswert der zufélligen Flache F' := H - L

E[F] = 210 V[F] = 1392

Es gelten
E[F]=E[H - L] =E[H|E[L] =10-21 =210

und

V[F] = E[F?] — E[F)? = E[H? - L*] — 210° = E[H?] - E[L?] — 2107
= (V[H] + E[H]*)(V[L] + E[L]?) — 210* = 1392.

c) Bestimmen Sie die Verteilung der Differenz zwischen der Léinge des Mantels und des
Umfangs des Bodens

L — U hat die Verteilung N(1,9)

d) Schéitzen Sie die folgende Wahrscheinlichkeit mit Hilfe der Tschebyscheff-Ungleichung
bestmoglich ab.

]P’({L—US%}U{L—UZ;})g 36
Es gilt

P({L—Ugl}u{L—Uz;}):P(|L—U—E[L—U]|2%) gwé—;(]):%.

5



e) Erkléren Sie, warum die Abschétzung aus Teil e) nicht hilfreich ist.

Wahrscheinlichkeiten sind immer kleiner oder gleich 1.

f) Berechnen Sie folgende Wahrscheinlichkeit exakt.

1 3
Pl-<L-U<-|= 0.135
(3=r-v<3)
Es gilt
1 3 1 L-U-1 1 1 1
Pl-<L-U<-|=P(—-—=< <= ) =d(=)—-P(—=) = 29(0.17)—1 = 0.135.
<2_ 2) (6_ 3 _6> (6) (6) (0.17)



Aufgabe 5 (10 Punkte)
Ein Merkmal habe die Dichte
195 ’ l’4 —dzx
i fo(x) = Al © x>0,

0, x <0,

wobei ¥ € © := (0,00) ein unbekannter Parameter ist. Der unbekannte Parameter ¢ soll auf-
grund einer unabhéngigen Stichprobe x = (1, ..., x,) geschitzt werden, wobei z; > 0,...,z, >
0 sind.

a) Geben Sie die Likelihood-Funktion L, (¢) an.

Lo (1) = % - exp (—192%) JIEZ

b) Geben Sie die Log-Likelihood-Funktion M, (9) an.

M,(¥) =|5nlog v — nlog(4!) + Z log(z;) — 9 Z x;
j=1

=1

c) Geben Sie Ableitung M/ (¥) der Log-Likelihood-Funktion an.

, on _
j=1

d) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schétzer J fiir 9.

-~ 5%0)
19 p— n pu—
Zj:l L

ISINEeA

o~

e) Bestimmen Sie Ey(9(X, ..., X,)).

5n

Eﬂ({g\(Xla"'7Xn>): n—1

Zunichst ist f die Dichte einer I'(5, 1) Verteilung und wegen der Unabhéngigkeit der X3, ..., X,
und dem Additionsgesetz der Gammaverteilung gilt > 7, X; ~ I'(5n, A). Damit folgt (vel.

-~

Skript Bsp 12.16) Ey ((23;1 Xj)fl) = 2 Lol — 9 und damit Eg(D(X,, ..., X,)) =
5n 79

bn—1

f) Kreuzen Sie an.
[J erwartungstreu.

Der Maximum-Likelihood-Schiitzer ist ¥ ist fiir .
B asymptotisch erwartungstreu.



g) Bestimmen Sie den Momenten-Schétzer 9 fiir .

l
K| ot

Zunichst gilt Ey(X;) = % und damit lautet der Ansatz fiir den Momentenschéitzer =
Auflésen nach ¢ liefert die Losung.

5
5
h) Bestimmen Sie fiir J = 5 den folgenden Grenzwert.

1 n
7}1_1)2101P’<n§1X] 1_0.05) 1
]:

Fiir 9 = 5 gilt Ey(X;) = 1. Damit folgt die Losung aus dem Gesetz grofier Zahlen.




