Musterlosungen

Aufgabe 1 (8 Punkte)

Gegeben sei eine Urliste mit den Paaren (z1,y1),. .., (210, y10) und den Kenngrofien:

10 10 10 10 10
doap=114, ) y; =241, ) 27 =162, Y y; =69.55 Y xjy; = 25.93.
j=1 j=1 J=1 J=1 J=1

a) Geben Sie die Stichproben-Standardabweichungen s,, s, und den empirischen Korrelationskoeffizien-

ten 7y an.
Sy = 0.597 Sy = 1.129
Tay = -0.255

b) Geben Sie die zugehorige Regressionsgerade y = a* 4+ b* - = von y auf x an.

a* = 2.959 b* = -0.482

Es sei weiterhin die folgende Urliste gegeben:

j| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
z; |08 15 12 21 17 02 09 04 1 1.6

c) Geben Sie das 0.31-getrimmte Stichproben-Mittel von (x1,...,210) an.

2031 = 1.15
d) Geben Sie den Median und das untere und obere Quartil von (z1,...,z10) an.
Tos = 1.1 Zors = 1.6
Toas5 = 0.8




Lo6sungsvorschlag:

a) Wir berechnen direkt nach Definition s, = 0.597, sy = 1.129 und 7, = —0.255.

b) Wir berechnen b* = —0.482, a* = 2.959.

¢) Nach dem Ordnen der Stichprobe berechnen wir k£ = [3.1| und somit

1
Tog = 1509+ 1+12+15) = 1.15/ 1P|

d) Nach dem Ordnen der Stichprobe berechnen wir

1 1
Tos = 5 (@) +26) = 5(1+12) = 1.1,/ 1P|
Fo.25 = T(l0.25.10/+1) = 7(3) = 0.8,

Zos = L(10.75-10]+1) = X(8) = 1-6-



Aufgabe 2 (10 Punkte)
Es sei (X,Y) ein Zufallsvektor mit X € {—1,1} und Y € {-1,0,1}. Die folgende Tabelle soll die
gemeinsame Verteilung fxy(i,7) = P(X =4,Y = j) des Zufallsvektors (X,Y") fir die Werte ¢ = —1,1
und j = —1,0,1 angeben. Dabei sind ¢, co € R konstant.
j=—1 i=0 j=1

= —1 C1 C1 Co

1 =1 C1 201 301

a) Geben Sie die Menge aller (c1,c2) € R? an, sodass die obige Vorschrift eine Zihldichte beschreibt.

{(c1,e2) €0,12:1 =8¢y + c2}

b) Bestimmen Sie alle (c1,c2) € R2 sodass fxy weiterhin eine Z#hldichte beschreibt und zudem
P(Y =1) = 2 gilt.

Fiir die restliche Aufgabe sei nun ¢; = % und co = 0 fest.
c) Geben Sie die Zahldichte fx von X an.
fx(=1) = i fx(1) = 2

d) Geben Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten an.

P{X =-1}u{Y =0}) +P{X =-1}n{Y =0}) =

oojut

P(X=-1]Y=-1)=

N[

e) Geben Sie den Erwartungswert von Y an.

E(Y) =

ool

f) Kreuzen Sie an.
. . . 0 stochastisch unabhéngig.
Die Zufallsvariablen X und Y sind O nicht stochastisch unabhéingig.

Begriinden Sie Thre Antwort.




Lo6sungsvorschlag:

Da fiir eine Zéhldichte die Gleichung 1 =7, Zj:—l,o,l fxy(i,j) gelten muss, ist die Losung
gegeben durch

{(c1,¢2) €[0,1% | 1 =8¢ + 2} 1P|

Nun gilt zusatzlich
g:IP(Y: =Py = 1,X = —1)+ B(Y = 1, X = 1) = ¢ + 31,
was als einzige Losung ¢ = 4—30 und cp = % zulésst.

Es gilt

1
fx(F)=> P(X=-1Y=j)=2-cp=2-1/8= Z
j
und analog fx (1) = 3.
Die Additivitat eines W’mafes liefert
P{X =-1}U{Y =0)+P{X = -1} n{Y =0}) =P(X = —1) + P(Y = 0).
Mit P(Y =0)=P(Y =0,X = -1)+P(Y =0,X =1) = £ + 2 = 2 und Aufgabenteil ) erhalten wir

P((X =1} U{Y =0)) + P({X = —1}n{¥ =0}) = _[1P|

Mit P(Y = -1) =P(Y = -1,X = -1) +P(Y = -1, X = 1) = § + § = 2 und der Definition der
bedingten W’keit erhalten wir

1
PX=-1|Y=-1)= =—|1P
( | ) By = 1) 5 1P|
Es gilt nach Definition des Erwartungswertes

1
E(Y)=—1-2¢;+1-(c2+3c1) = g‘

Die Zufallsvariablen sind nicht stochastisch unabhéngig , da z.B.
1,1 2
P(X=-1Y=-1)=g# o =PX=-1)-B(Y = —1) 1P|

gilt.



Aufgabe 3 (10 Punkte)
Nach dem Beheben einer Sicherheitsliicke in einer CPU, die das ,,Meltdown“—Angriffsszenario erlaubt,
verdndert sich die zufallige Laufdauer eines Programmes um die Zufallsvariable Z. Dabei gilt

Z:=v-Y+u
mit Y ~ Exp(1l) und unbekanntem ¥ = (u,v), v >0, p € R.

a) Geben Sie die Verteilungsfunktion Fz von Z sowie die Dichte fz von Z an.

Fy(t) = 1{t > p}(1— e~ ")

fz(t) = 1{t > u}%e‘t%‘t

b) Geben Sie mi(u,v) = E(Z), V(Z) sowie ma (i, v) := E(Z?) an.

ma(p,v) = vt p V(2) = v?

ma(p,v) = v+ (v + p)?

Wir beobachten nun eine Stichprobe z = (x1,...,x,) der Zufallsvariable Z, wobei i,j € {1,...,n}
existieren mit x; # x;.

¢) In der Momentenschitzer—-Methode werden mq(p,v) und meo(u,v) durch die entsprechenden em-
pirischen Stichprobenmomente geschatzt. Hierbei ist

my(r) = DD ma(r) = DD

d) Geben Sie die Momentenschétzer fi(x) und 7(z) fir g und v an.

o) =] in(z) = /ma(x) — ma () D(x) =] ma(x) —mi(z)?




Lo6sungsvorschlag:

a) DaY ~ Ezp(1) gilt nach Definition fiir t € R

t —
FZ(t)_]P’(th)_]P’(y-Y+M§t)_IP<Y§ “)
= 1{t > p}(1 - e ) [2P]
Durch Differentiation folgt
1t
f2(8) = 1{t > p} e [1P]
b) Da Y ~ Ezp(1) folgt mit den Eigenschaften des Erwartungswertes bzw. der Varianz
E(Z) = VE[Y]+pu=v+ 1P
sowie
V(Z) = *V(X) = 1P|

und somit

c) Nach Skript gilt
A 1< A RN
i () = nzx und  fig(x) = nzx
1= 1=
Somit erhalten wir mit Aufgabenteil b) die Gleichungen
+ i),
2 N2

(&(x) + i) ?

= i(2)? + My (x)>.

Aus der letzten Gleichung folgt 7(x) = /Ma(z) — My (z)? und wir erhalten fi(z) = my(x) —

V(@) — i (2)2.




Aufgabe 4 (11 Punkte)

Es sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert 3 und Varianz 25. Weiter sei Y eine

normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert —2 und Varianz 9. Die Zufallsvariablen X und Y
seien stochastisch unabhangig.

a) Setzen Sie die richtigen Werte ein.

(i) X hat die Verteilung N ( 3

(i) Y hat die Verteilung A ( 2

(i) 2X —3Y hat die Verteilung N ( 12 , 181 ) .

b) Geben Sie den Erwartungswert E(Z), die Varianz V(Z) und die Standardabweichung oz von Z :=
1

3(X —2) an.
E(Z) = 1/3 V(Z) = 25/9
oy = 5/3
c¢) Ermitteln Sie die folgenden Kenngroen.

E(X-Y)= -6
VX -Y)= 34

1 1

d) Berechnen Sie die folgende Wahrscheinlichkeit.
P(X>-1)= 0.7881

e) Geben Sie das 0.937 Quantil ¢ der Verteilung von Y an.

q= 2.59

f) Welche Verteilung hat 3 - ®~1(U) — 2, wenn U eine auf (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable ist?

3-07HU) -2~ N(—2,9)




Lo6sungsvorschlag:

a) Nach Definition folgt X ~ N (3,25) und Y ~ N(=2,9) |0.5P | Die Faltungsformel liefert
2X —3Y ~ N(12,181).

b) Es gilt mit den Eigenschaften des E'wertes und der Varianz

E(Z] = E[1/3(X - 2)] = 1/3(E[X] - 2) = 1/3,[0.5P]
V(Z) =1/9V(X) = 25/9,[ 1P|
07 =5/3[0.5P]

¢) Da X und Y unabhéngig sind gilt
E[XY]=E[X]E[Y] = =6/ 1P| sowie V(X —Y)=V(X)+ (-1)?V(Y)=34/1P]|
Die Bilinearitat der Kovarianz liefert

C (;(X—Y),;(X—i—Y)) _ %-%C(X—Y,X—FY)

= S(V(X) ~V(Y) ~ (¥, X) + C(X,Y)) = 8/3[1P]
d) Es gilt
P(X>-1)=1-P(X<-1)=1-P(X —3)/5 < (—1—3)/5)
-1-® (—g) = ®(0.8) = 0.7881 1P|
e) Es gilt

P(Y <q)=0937T<P(Y +2)/3<(¢+2)/3) =0.937
und man erhalt aus der angehangten Tabelle

(g+2)/3 =153

und somit ¢ = 3-1.53 — 2 = 2.59.
f) Man berechnet fiir t € R

PB- o' (U)-2<t)=P(@ ' (U) < 1/3(t+2)) =P(U < ®(1/3(t +2)))
= ®(1/3(t +2)).

Satz 9.7 des Skriptums liefert dann 3 - ®~1(U) — 2 ~ N'(-2,9).



Aufgabe 5 (11 Punkte)
Die Zufallsvariable X habe die stetige Dichte
2 3
fo(z) = —= 972 2% exp (—19*19:2) , z € R,
NZ3

wobei ¥ € © := (0, 00) ein unbekannter Parameter sei.

a) Geben Sie Ey(X) und Ey(X?) an.

Ey(X) = 0

Warum ist fiir die Bestimmung von Ey(X) keine Rechnung erforderlich?

Grund: Symmetrie

Ey(X?) = 39

Begriinden Sie die Berechnung von Ey(X?):




(b) Der Parameter 1 soll aufgrund einer Stichprobe z = (x1,...,x,) geschitzt werden, wobei mit
x; # 0 fir ¢ = 1,...,n Realisierungen von unabhéngigen Zufallsvariablen X1,..., X, mit gleicher
Verteilung wie X gegeben sind.

Geben Sie die Likelihood-Funktion ¥ — L(4), die Loglikelihood-Funktion ¥ +— M, () und deren
Ableitungsfunktion ¥ — M. (9) an.

L,(v) = (2/\/7?)7”9_3”/2 H:‘L:1 5512 exp(—1/v Z?:l 5512)
M, (9) = nln(2/v/7) — 2+ Y7 In(a?) — YO, Ja?
M(9) = _% + >0 19%%2

¢) Geben Sie den Maximum-Likelihood-Schiitzer 9(z) fiir 9 zur Stichprobe z an.

V(x) = 2 =1 %2

d) Ist 9(X1, ..., X,) ein erwartungstreuer Schitzer?

Antwort: (Ja oder Nein) Ja

Begriindung der Antwort:

Egd(X)=Ey2 S0 X2 =2 n-39=19
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Lo6sungsvorschlag:

a) Es gilt Ey(X) =0, da die Dichte symmetrisch beziiglich x = 0 ist . Weiterhin berechnet

man

Ey(X?) = 119_3/2 2le 07 dy = iﬁ_3/2 b ale 7 g,
0 R VT 0

Substituiert man ¥~ 'z? = ¢, so erhilt man die Gleichheit zu

9 0o 2 oo 2 3
193/2/ D)3 2e 7t dt = 19/ 52 et dt = 2 3P
S [y o) et dt = —=IT(5/2) = S0/ 3P]

b) Es gilt
La(9) = /A2 [ a2 exp(—1/9 Y o2),[1P
i=1 i=1

Mo(9) = nin(2/v/r) — 2 Ind + > tnte?) - S oot [1P]

i=1
! —
)= -3+ 3" et = 25 (2522 0) )
c¢) Da die Funktion M ! einen Vorzeichenwechsel von + zu — an der Stelle = > | 27 durchliuft ist

=11
() = 55 i 77
d) Der gefundene ML-Schétzer ist erwartungstreu, da

Eg[0(X)] = By ;szf
=1

2 3
=— n--v=9/1P
5" 50 =9 {1P]
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